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Exercice 1 (Uniforme continuité de l’intégrale). Soit (E, ,µ) un espace de probabilité et soit f une
fonction intégrable. Montrer que pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que

∀A ∈ A, µ(A) ≤ η ⇒
∫
A
|f | dµ ≤ ε.

Exercice 2. Soit (E,A, µ) un espace mesuré et soit (fn) une suite de fonctions measurables à
valeurs réelles. Montrer que

∑
n≥0

(∫
E
fn dµ

)
=

∫
E

∑
n≥0

fn

 dµ

dans les deux cas suivants :

(i) fn ≥ 0 p.p. pour tout n ;

(ii)
∑

n≥0 |fn| est intégrable.

Exercice 3. 1. Montrer que pour tout entier n∫ +∞

0
tne−t dt =

(n
e

)n√
n

∫ +∞

−
√
n

(
1 +

t√
n

)n

e−
√
ntdt.

2. En déduire la formule de Stirling :

n! ∼
(n

e

)n√
2πn.

Exercice 4. On rappelle la définition de la constante γ d’Euler

γ = lim
n→∞

(
n∑

k=1

1

k
− lnn

)
.

1. Montrer que pour tout entier n ≥ 1 on a∫ 1

0
xn ln(1− x) dx = − 1

n+ 1

n+1∑
k=1

1

k

1



2. Calculer de deux manières la limite de
∫ n
0 (1− x

n)n ln(x) dx et en déduire que

γ = −
∫ +∞

0
e−x ln(x) dx.

Exercice 5 (Uniforme intégrabilité). Soit (E,A, µ) un espace mesuré. On suppose que µ est
une mesure finie. Soit (fn) une suite de fonctions mesurables à valeurs réelles.

1. Montrer par un exemple qu’on peut avoir fn → f p.p. et
∫
E |fn − f | dµ → 0 sans que la

suite (fn) soit dominée par une fonction intégrable. Autrement dit la condition donnée par le
théorème de convergence dominée est suffisante pour avoir convergence des intégrales, mais
elle n’est pas nécessaire.

Une famille F de fonctions mesurables de E dans R est dite uniformément intégrable si

∀ε > 0, ∃C > 0, ∀f ∈ F ,
∫
{|f |≥C}

|f | dµ ≤ ε.

2. Montrer que toute famille finie de fonctions intégrables est uniformément intégrable.

3. Montrer que si F est une famille uniformément intégrable, alors il existe une constante C > 0
telle que

∫
E |f | dµ ≤ C pour toute f ∈ F , mais que la réciproque est fausse.

4. Montrer que si F est uniformément intégrable alors

∀ε > 0, ∃η > 0, ∀A ∈ A, ∀f ∈ F , µ(A) < η ⇒
∫
A
|f | dµ < ε.

5. Soit (fn)n≥0 une suite de fonctions intégrables vérifiant fn → f presque partout. Montrer que
les conditions suivantes sont équivalentes

(i)
∫
E |fn − f | dµ→ 0 ;

(ii) La famille {fn, n ≥ 0} est uniformément intégrable.

Exercice 6. Soit (E,A, µ) un espace mesuré et soit (fn) une suite de fonctions mesurables positives
vérifiant

∫
E fn dµ→ 0.

1. Montrer qu’on peut extraire de (fn) une suite qui converge vers 0 p.p.

2. Montrer par un exemple qu’il est en revanche possible que (fn(x)) ne tende vers 0 pour aucun
élément x de E.
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