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Intégration et probabilités
TD6 : Les théorémes de convergence
version 2

Exercice 1 (Uniforme continuité de I'intégrale). Soit (F,,u) un espace de probabilité et soit f une
fonction intégrable. Montrer que pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que

AeA ) <n= [Iflduze
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Exercice 2. Soit (F, A, ) un espace mesuré et soit (f,) une suite de fonctions measurables a
valeurs réelles. Montrer que

X ()= [ (S

dans les deux cas suivants :
(i) fn >0 p.p. pour tout n;
(i) >_,>0|fnl est intégrable.

Exercice 3. 1. Montrer que pour tout entier n
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2. En déduire la formule de Stirling :

n
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Exercice 4. On rappelle la définition de la constante v d’Euler
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1. Montrer que pour tout entier n > 1 on a
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2. Calculer de deux maniéres la limite de [;'(1 — £)"In(x) dz et en déduire que
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Exercice 5 (Uniforme intégrabilité). Soit (E, A, 1) un espace mesuré. On suppose que p est
une mesure finie. Soit (f,) une suite de fonctions mesurables & valeurs réelles.

1. Montrer par un exemple qu’on peut avoir f, — f p.p. et fE |fn — fldu — 0 sans que la
suite (fy,) soit dominée par une fonction intégrable. Autrement dit la condition donnée par le
théoreme de convergence dominée est suffisante pour avoir convergence des intégrales, mais
elle n’est pas nécessaire.

Une famille F de fonctions mesurables de F dans R est dite uniformément intégrable si

Ve >0, 3C >0, Vf € F, Ifldp < e.
{I71=¢}

2. Montrer que toute famille finie de fonctions intégrables est uniformément intégrable.

3. Montrer que si F est une famille uniformément intégrable, alors il existe une constante C' > 0
telle que | g | fldp < C pour toute f € F, mais que la réciproque est fausse.

4. Montrer que si F est uniformément intégrable alors
Ve >0, In>0,VAe A, Vf e F, N(A)<77=>/ |fldu < e.
A

5. Soit (fn)n>0 une suite de fonctions intégrables vérifiant f,, — f presque partout. Montrer que
les conditions suivantes sont équivalentes

(i) Jglfa— fldp—0;

(ii) La famille {f,, n > 0} est uniformément intégrable.

Exercice 6. Soit (E, A, 1) un espace mesuré et soit ( f,,) une suite de fonctions mesurables positives
vérifiant fE fndu — 0.

1. Montrer qu’on peut extraire de (f,,) une suite qui converge vers 0 p.p.

2. Montrer par un exemple qu’il est en revanche possible que (f,,(z)) ne tende vers 0 pour aucun
élément = de E.



