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Intégration et probabilités
TD10 : Espaces produits, théoréeme de Fubini

Exercice 1. Montrer par un exemple simple que le théoréeme de Fubini peut étre mis en défaut
pour des mesures non o-finies.

Exercice 2. Soit (E, A, ;1) un espace mesuré, la mesure p étant supposée o-finie et soit f mesurable

positive.
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2. Plus généralement montrer que si g: Ry — R est croissante de classe C! et vérifie g(0) = 0
alors
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Exercice 3. Montrer soigneusement que
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Pourquoi le théoreme de Fubini ne s’applique-t-il pas ici?

sin(x)

1. Montrer que

n’est pas intégrable sur Ry. Montrer néanmoins que
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en remarquant que - = fooo e ™ dt et en appliquant Fubini.

Exercice 4. Montrer que

Exercice 5 (Intégration en coordonées polaires). Soit f une fonction mesurable positive sur R2.

1. Montrer que
/ f(z,y) dxdy :/ f(rcos@,rsin)rdrdf.
R2 R+ X [0 271']

2. Calculer de deux maniéres [g. e~ (@ +9)/2 dady et en déduire que Jz e=2*/2 4z = /2.

Exercice 6 (Mesure uniforme sur la sphere). On se place sur R? muni de la mesure de Lebesgue
mq et on note S9! = {x € R?: |z| = 1} la sphére unité de R.
1. Pour A C S%! on note [0,1]A = {rz : r € [0,1], z € A}. Montrer que si A € B(S?"!) alors
[0,1]A € B(R).
2. Montrer que s4_1: A € B(S™1) s dmg([0,1]A) est une mesure finie sur S¥~! qui est de plus
invariante par rotation.



3. (Intégration en coordonnées polaires sur R?) Soit f: RY — R, mesurable. Montrer que
f(z)de = / f(ro)rtdr sq_i(d).
R4 Ry xSd—1

Indication : On pourra appliquer le lemme de classe monotone a un m-systeme bien choisi.

4. (Application 1) Calculer de deux maniéres [ e 1#1°/2 4z et en déduire une expression pour la
mesure de la boule unité en dimension d faisant intervenir la fonction I' d’Euler. En déduire
I’ordre de grandeur du rayon de la boule de volume 1 en dimension d.

5. (Application 2) A quelle condition sur « et d la fonction z € R% — |z| = est-elle intégrable
au voisinage de 07 Au voisinage de 400 ?

Exercice 7. Soient F et F' deux ensembles, soit A une tribu sur F et B une tribu sur F'.

1. Montrer que les sections d’un ensemble mesurable pour la tribu produit sont mesurables.
Autrement dit, si C € A® B alors CY := {z € E: (z,y) € C} € A pour tout y € F et
Cy:={y € F: (z,y) € C} € Bpour tout z € E.

2. Sur R on considére la tribu A engendrée par les singletons. Montrer que la diagonale de R?
n’appartient pas & A® A et en déduire que la réciproque de I'assertion précédente est fausse.

Exercice 8 (Produit de mesures de Lebesgue). Rappelons que la tribu de Lebesgue sur RF,
notée L(IR¥) est la complétion de la tribu B(R¥) pour la mesure de Lebesgue. C’est-a-dire la tribu
constituée des ensembles coincés entre deux boréliens de méme mesure.

1. Montrer que B(RF) @ B(R!) = B(RF*1).
2. Montrer que £(R*) ® L(R!) c £(R¥*!) mais que I'inclusion est stricte.



